OPCION A

Ejercicio 1 de la Opcion A de sobrantes 3 de 2001.

[2'5 puntos] Calcula lim w
x—> 0 X~ —X
Solucioén

. (e"=1senx _ . WA . €Ysenx + (e* —1)cosx _ _
lim ~—————=(0/0) {Aplicamos L’Hopital} = lim 5 =(0/0) =
x— 0 X° — X x—> 0 3x° —-2x
—lim e*senx + e*cosx + e*cosx +(e”* —1)(—senx) _10+1-1+1-1+0-0 _ )2 =1

x>0 6x —2 0-2

Ejercicio 2 de la Opcion A de sobrantes 3 de 2001.
Sea f 1} — R la funcion definida por f(x) = |x* — 1]
(a) [0'5 puntos] Esboza la gréafica de f
(b) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f.

(c) [1 punto] Calcula joz f(x) dx.

Solucién
x*-1 si  x<-1
(@f(x)=x*—1]={-(x*-1) si -1<x<1. x°—1=0,dedondex=+1
x? -1 si x>1
La grafica de la parabola x? — 1 es la misma que la de la pardbola X2 pero desplazada una unidad hacia
abajo en ordenadas.

La grafica de —(Zx2 — 1) es simétrica de la de x* — 1 con respecto al eje OX

La graficade [x"— 1| es 5

2 ) 1 2

x*-1 si  x<-1 2x si x<-1
(b) f(x) = |x2 —1]={~(x*-1) si -1<x<1. f'(x) = y-2x si —-l<x<1. Solo nos falta estudiar las
x?-1 si x>1 2X  Si x>1

derivadasenx=1 yx=-1
Veamos la derivadaenx =-1
f*-1)= Iim f‘X)=Ilimf‘(x)=Ilim (2x)=-2
X— (-1) ~ §—<>11 Xx— -1
f*C-17)= lim fx)= Iimlf ‘(xX) = Iim1 (-2x)= 2.Comof‘(-17)=f(-1"), no existe f ‘(- 1)
x— (-1) * X— - X— —
X>-1
Veamos la derivadaenx = 1
f*(1)=1Im f'(x) = Iimlf ‘x) = Iim1 (-2x) = 2
X—> 1" X—> X—
x<1
f (1) = lim f‘(x) = Iimlf ‘x) = Iim1 (2x)=-2.Comof‘(17)=f‘(1"), noexiste f ‘(1)
x—> 1" X—> X—
x>1

Luego f es derivable en R - {- 1, 1}
2 1 2 1 2
(©) jo f(x) dx =j0 IX? — 1] dx +L IX? — 1] dx =jo (-x* + 1) dx +j1 (x> = 1) dx =



:{_;(3 +X} {_;(3 +X} =[(-1/3 +1) 0] + [(8/3 - 2) - (1/3 - 1)] = 2

1

Ejercicio 3 de la Opcion A de sobrantes 3 de 2001.

a 0 -a
Se sabe que la matriz A=|0 -1 0 | verifica que det(A) = 1 y sus columnas son vectores perpendiculares
b 0 b

dos a dos.

(a) [1'5 puntos] Calcula los valores de ay b.

(b) [1 punto] Comprueba que para dichos valores se verifica que A < = A'donde A' denota la matriz
traspuesta de A.

Solucién
(& u=(a0,b); v=(0,-1,0); w =(-a,0,b)
a 0 -a
Al=lo -1 o|=¢nd _ba = (-1)(@b+ab) =1 — - 2ab =1 — ab = -1/2
b 0 b

Como u es perpendicularav, uev =0=0+0+0

Como u es perpendicular aw, uew =0 =-a”+b” - a’® = b’
Como v es perpendicularaw, vew =0=0+0+0
Resolvemos el sistema ab =-1/2 y a° = b?

b = -1/(2a), luego a° = [-1/(2a)]* = 1/(4a°); de donde 4a* =1 > a’ = 1/4 > a=+ ‘{E

_4
Paraa:+d%,b: Y

2
Paraa=-41, =£
4 2
(b)Veamos cuando A = A'
a 0 b b 0 -a -b 0 -a
A'=|0 -1 0 ;A‘lzl—ilAdj(A‘)z%ab 0 2ab 0[=1| 0 -1 O |porque—2ab =1. Ademas de

-a 0 b b 0 -a b 0 -a

a’ = b% tenemos a = + b. Si a = -b si escierto que A' = A™. Si a = b fallan no llegan a coincidir. No he
sustituido los valores que hemos obtenido y posiblemente si coincidan.

Ejercicio 4 de la Opcion A de sobrantes 3 de 2001.-
Considera los planos m; =2x+5=0 y m,=3x+3y-4=0
(a) [1'25 puntos] ¢ Qué angulo determinan ambos planos?.
(b) [1'25 puntos] Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los dos planos
dados.

Solucioén
(@) ny = (2,0,0); n, = (3,3,0). El angulo que forman dos planos es el menor de los angulos que forman sun
vectores normales.

|u;eu, | 6 6
= ——= ; o= arcos =45°
lu i 1y, ]l 2418 2\18
nen, =6 ;|| Ny =v22+0%+0% =2 ; || ny|| =+/3% +3% +0% =+/18
(b) El plano 3 pasa por O(0,0,0) y sus vectores paralelos son n; y n,, por tanto su ecuacién es
x-0 y-0 z-0
nz3=0=| 2 0 0 [=(x-0)(0) — (y-0)(0) + (z-0)(6) =6z =0, es decir iz=z=0
3 3 0

cos a =|cos(ny, ny)| =




OPCION B

Ejercicio 1 de la Opcion B de sobrantes 3 de 2001.
Siendo Ln(x) el logaritmo neperiano de x, considera la funcion f : (-1,+w) — R definida por
-1 i -1<x<1
Hx) = a(x-1) s! X
xLn(x) si  x>1
(a) [1 punto] Determina el valor de a sabiendo que f es derivable.
(b) [1'5 puntos] Calcula joz f(x) dx

Solucion
a si -1<x<1
Lnx)+1 si x>1
Como es derivable lo es en x = 1, es decir f {(1%) = (1)
(1% =xﬁnl1+ f'(x) =li£nlf ‘(x) =liLn1 (Lnx)+1)=Ln(1)+1=0+1=1
x>1
f‘(1‘)=Xinl17f‘(x)=1iinlf‘(x)=liin1(a)= a

x<1

(a) Como es derivable f ‘(x) ={

1(x-1) si -1<x<1
xLn(x) si  x>1

x? x? 2_
+ {7Ln(x) —T} =

1

Por tanto como son iguales tenemos a = 1, es decir la funcién es f(x) :{

1

M) [ ax=[ fdx+[" f)dx=] (x-1)dx+[ xLn(x) dx{%z—x}

= [(1/2 — 1) — 0] + [(2LN(2) — 1) — (0 —1/4)] = -5/4 + 2Ln(2)

0

x? x> 1 x? x? x?
=] xLn(x) dx = —Ln(x) - —.—dx=—Ln(x)—1/2| xdx=—Ln(x)- —.
[ xtne 500 - [ S dx==-Ln6 - 112 5 L6 - =,

Ejercicio 2 de la Opcion B de sobrantes 3 de 2001.

[2'5 puntos] Detremina la funcion f :R — R sabiendo que su derivada segunda es constante e igual a 3 y que
la recta tangente en el punto de abcisa x =1 es 5x-y-3 = 0.

Solucién
f'(x)=3
Como la recta tangente en x =1 es y = 5x — 3, tenemos que f ‘(1) =5
Como es tangente en x = 1, coincide con la funcién en x = 1, es decir f(1) =5(1) -3 =2
Por el teorema fundamental del calculo integral
f(x)= j fo(x) dx = f 3dx=3x+K
De f‘(1) =5tenemos 5 =3 + K de donde K =2, y por tanto f ‘(x) = 3x + 2
Volviendo a aplicar el teorema fundamental del calculo integral
f(x) = [ f'(x) dx = j (3x + 2) dx = 3x%/2 + 2x + K

De f (1) = 2 tenemos 2 = 3/2 + 2 + K de donde K =-3/2, y por tanto f (x) = 3x%/2 + 2x - 312

Ejercicio 3 de la Opcion B de sobrantes 3 de 2001.

mx+y-z = 1
Considera el sistema x-my+z = 4
X+tytmz = m

(a) [1'5 puntos] Discutelo segun los valores de m.
(b) [1 punto] ¢Cual es, segun los valores de m, la posicion relativa de los planos cuyas ecuaciones
respectivas son las tres que forman el sistema?

Solucion
m 1 -1 m 1 -11
La matriz de los coeficienteses A=| 1 -m 1 | yla matriz ampliada A=l1 -m 1 4
1 1 m 1 1 mm

Si |A] # 0, rango(A) = rango(A*) = 3 y el sistema es compatible y determinado, teniendo solucién Gnica es
decir los tres planos se cortan en un punto.



m 1
[Al=]1 -m 1 =m‘
1 1 m
-m*-3m=0=m(-m*-3) >m =0 y m®= -3 que no tiene solucién real.

Si m = 0, rango(A) = rango(A’) = 3 y el sistema es compatible y determinado, teniendo solucién Gnica es
decir los tres planos se cortan en un punto.

-m 1 1 1 1—m__2____ =
1 m‘-(l)‘l m‘+(-1)‘1 1‘—m(m 1)-(m-1)-1(1 +m) =-m~ - 3m

Sim=0
01 -1

EnA=1 0 1 |como 1‘z-l;zto,rango(A)zz
110 0
01 -11 011

EnA'=|1 0 1 4|como|l 0 4]#0,rango(A)=3.
1100 110

Como rango(A) =2 # rango(A*) = 3 el sistema es incompatible.
Veamos la posicién relativa de los tres planos para m =0

my =Y -2z=1, suvector normal es n; = (0,1,-1);

m, =X +z =0, su vector normal es n, = (1,0,1);

nz = X + y =0, su vector normal es n3 = (1,1,0);

Como ny no es paralelo a n; los planos m; y 7, Se cortan en una recta
Como ny no es paralelo a nj los planos m; y 73 Se cortan en una recta
Como n, no es paralelo a n; los planos m, y 3 Se cortan en una recta
Por tanto los tres planos forman un prisma de la forma

Ejercicio 4 de la Opcion B de sobrantes 3 de 2001.
3x+2y =0
3x+z=0

(a) [1'5 puntos] Halla los puntos de r cuya distancia al origen es de 7 unidades..
(b) [1 punto] Halla la ecuacidn del plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,-1)

Sear la recta de ecuaciones r z{

Solucién
(a) Ponemos la recta en paramétricas
Z=A ; 3X=-z=-1A,dedondex=-1/3 A
3(- M3) =-2y,de dondey =21 /2
x =(-1/3)1
La recta en paramétricas esr=<y =(1/2)4 , por tanto un punto es O(0,0,0) y un vector director seria
z=1

v =(-1/3, 1/2, 1)
Un punto genérico de larectares X(-1/3 1,121 , L)

. 2 2
Me dicen que d(0,r) = 7, es decir ||OX || =7 =, ’?+T+ A% . Elevando al cudrado tenemos

2?19 + 2714 + )% = 49, de donde 1> = 36 y por tanto A = + 6

Para A = 6 el punto genérico es X(-(1/3) (6) , (1/2)(6) , 6 ) = X(-2,3,6)

Para A = -6 el punto genérico es X(-(1/3) (-6) , (1/2)(-6) , -6 ) = X(2,-3,-6). Luego hay dos puntos

(b) Como me piden el ploano perpendicular a la recta su vector normal n coincide con el director de la recta
v =(-1/3, 1/2, 1). El punto es P(1,2,-1)

El plano pedido es &t = -1/3(x-1) + 1/2(y-2) + 1(z+1) = 0. Multiplicando por 6 nos queda —2x+3y+6z+2 = 0
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